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54080 Parabeln

Vorwort

Parabeln gehoren zu den ersten Kurven, die man im Unterricht bespricht. Sie sind als Schaubilder

quadratische Punktionen gut zu untersuchen. Betrachtet man jedoch Parabeln, die in x-Richtung

Geoffnet sind, stoRt man auf Wurzelfunktionen.

Anders jedoch, wenn man diese Parabeln mit den Methoden Kurven der analytischen Geometrie

untersucht. Dies wird im Ordner 25_Parabeln geschehen.

Hier betrachten wir Parabeln unter dem Aspekt, dass sie algebraische Kurven 2. Grades sind.

Wir gehen der Sache nach, welche Arten von Gleichungen es gibt, auch mit Parametern und

Polarkoordinaten.
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54080 Parabeln 3

1 Vorschau

1.1 Parabeln, in y-Richtung geoffnet

Eine Parabel kann man z. B. als Graph einer ganzrationalen Funktion 2. Grades definieren.
Die Kurvengleichung lautet dann im kartesischen Koordinatensystem:
y=ax?+bx+c fir a=0 (1)
Parabeln mit dieser Gleichung sind in y-Richtung geoffnet: Ist a > 0, dann nach oben, ist a < 0, dann

nach unten. Ihr Scheitel ist S(-£]c-%).

Ista =1 oder a = - 1, nennt man die Kurve eine Normalparabel.
In ihrer einfachsten Lage hat sie den Scheitel im Ursprung: y= oder y- (2)
Streckt man sie in y-Richtung, liegt der Scheitel immer noch im Urs'  ag: y=a-x (3)

Verschiebt man solche Parabeln kommt man auf die

2
Scheitelgleichung: y=a (x- xs) + (4)
Hinweis: Im Text 18027 wird gezeigt, wie man Pare 1 ~h Strec v und V- debungen
abbildet. Dort lernt man auch die Umkehrui W, ~echnet 1. _«chung (1) den

Parabelscheitel. Die Methode dazu heif3t que atis. ~ “rgdnzung. Siehe auch 18029.

Aufgabe 1 Bestimme den Sche¥” Parabel y: x*-2

1. L6sung mit quadratischer Ergé~zung:

Gegeben: Lx*-2x+3
Steckfaktor 1 ausde  Summander ausklam. .y =7(x*—4x)+3
(Aus”  amern bede:  in der Klammc ine Division durch ;, also ,mal 2“.)
Ziel der rechten Seite y=1-(x-2)"+..
Dazu muse ~~n das Que erganzen: y :%(x2 —4x+)+3—
I I i
F e ,Gleichungzui1  “ muss., _ ale Erganzung wieder kompensieren.
‘aj muss man beachte:  1ss nicht das Quadrat 2% = 4 erganzt worden ist, sondern %-4 ,
bel. - Faktor % vorder mmer gehort dazu. Also wird rechts wieder %-4 subtrahiert.
Jetztkenn  “ndic  .eitelform: y=12-(x- 2)2 +1
Den Scheitel 1) liest man so ab, dass man x der entgegengesetzte Vorzeichen nimmt.
2. Losung mit der 1. Ableitung. ] i
Gegeben: y=1x*-2x+3 6
1. Ableitungsfunktion: f'(x)=x-2 g
4
Mit dieser Funktion berechnet man z. B. Tangentensteigungen. 3
Da eine in y-Richtung gedffnete Parabel im Scheitel eine waagerechte ,
Tangente besitzt, fragt man: Wo ist die Tangentensteigung 0: g
f(x)=0 & x-2=0 & xg=2 SIS S

ys =f(2)=73-4-4+3=1 = (2|1

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.2 Parabeln, in x-Richtung geoffnet

Spiegelt man die Parabel y = x* an der 1. Winkelhalbierenden, oder dreht man sie um den Ursprung
um 90° im Uhrzeigersinn, entsteht die nach rechts gedffnete Parabel: y* =x.
Sie ist das Schaubild zweier Ersatzfunktionen: y=f(x)=+x und y=f,(x)=—/x

Streckt oder verschiebt man diese Parabel, entstehen Kurven mit diesen Gleichungen:
ay’ +bx+cy+d=0

bzw. in der Scheitelgleichung: (Y-vs )2 =2p-(x—Xo)

Warum man den Faktor 2p verwendet, wird in Abschnitt 2 gezeigt.

Bestimmung des Scheitels mit quadratische:  ganzu.._

Aufgabe 2: A
_ A i
a) v +x-2=0 Ersatzfunktionen:  y=+i < ~
Scheitelgleichunc ?=-x+  S(0]2) | N

Die Parabel istna. qedffne

0/
-1
-2

b) y?’ -4y -2x+6=0 Zuerst quadratische . Yan.

T
(y2 '-ﬂ)=2x—6 y
5
Ziel: (y-- : 4 f,
(y2—4yﬁ A O 3
2 )
(y_2) =2x- 1 \
( ')122()(_1) (1) o 1 2 1 s 6 ;
cheitel:  S1]2) . \
Ersatzfunktionen. y-2= w7 2
fL(x) V-2
4y? + 4y —x -1 Zu .st quadratische Erganzung: Ty
R i
Faktor 4 ausklami  n: 4-(y2+y+|:|):x+1 2 1__,_0,_..-1--1'"2"'}:
SQ
S 2
z. 4-(y2+y+|]):4-(y+%) +on - .hh‘h__f_____m
Quadr. .nzen: 4(y2+y+):x+1+ il | *

Links wurde 4 - =1 erganzt, also auch rechts!!

4~(y+%)2 =Xx+2 & (er%)2 =1(x+2)
Ergebnis: S(-21-1)
Ersatzfunktionen: Y+ =%3VXx+2

fio (X) =—g+3Vx+2

1.3 Parabeln in Schraglage werden in diesem Text nicht besprochen.
Siehe Text 54301.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



54080 Parabeln 5

2 Parabel als geometrischer Ort

Man kann eine Parabel Uiber eine geometrische Eigenschaft definieren:

Die Menge aller Punkte, fir welche die Entfernung von einem festen Punkt F und von einer
festen Geraden L gleich grof3 ist, nennt man (bzw. ist eine) Parabel.

F nennt man Brennpunkt der Parabel, L heif3t Leitlinie

Ich nehme den Beweis bzw. die Herleitung der Gleichung flir den Fall vor, dass die Parabel in x-

Richtung geoffnet ist.

Ublicherweise gibt man dem Brennpunkt die Koordinaten F(1p|0)
Die Leitlinie erhalt die Gleichung X=—2f
In unserer Abbildung ist p =
p ist ein Parameter, der den Abstand des Brennpunk* ‘‘on der ‘linie angibt.
Die Strecke PF heif3t ,Brennstrahl”, PQ ,Leitstrahl“.

Nun zur Rechnung:

Es sei P(x|y) ein Parabelpunkt. Dann g, ~..

Qu /2ly)
1. PQ=x-(-1p) +1p

2. ﬁz\/(x- }'+(y—0)2

PQ=PF: (x- ‘+y'= ,p I’ ~ F(p/2/0)
xz/—px+/-?> y2=/+px .f/ \

V= ——

Hier.  ~rgibt sich die
punktv. ~ Konstruktion vo ‘arabelpunkten:

Man zeichne * F Kreise, b’ nit den
Radien 3, 4, 5, und 8.

Dann zeichnet man \ allelen zur Leilinie in
denselben Abstanden.

00NN

¥

Die entsprechenden Schnittpunkte sind
Parabelpunkte.

-
:
s

A hat von F und L den Abstand 3,
B hat von F und L den Abstand 4,
usw.

[/
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3 Gleichungen mit Polarkoordinaten
1. Polarkoordinatensystem:

Der Brennpunkt sei der Pol, die Parabelachse sei die Polarachse.

X
1. Herleitung: cos(p)== = r-cos(p)=x (a) d
r_ Py |
Andererseits ist r=PQ=x+p (b) Q r=x+p 7
(b) - (a): r—r-cos(¢)=p /
r(1 —cos())=p L / ff ¢ |®
/
P /
r = o .'f. {'p
1-cos(¢) "\ A x x
2. Herleitung: (Andere Lage des Ursprungs) -
p /
Dann gilt: cos(o) = z Q /2 : P(f V)
r r
7
_1 /
Esist z=x-1p: cos((p):x 2P /
' .r"fr £
Also r-cos(@)=v-1p (c /
o == P/ ’;(p X
Andererseits ist r=PQ=x ~» (b) - - r:’- :
(b) - (a) r os(o)=, \
5 _COS((P)) =p
p
r=——— —
1- ,\(p)
Achtung: Gibt man diese Gle. -~ (ein Grafikpr- .mm ein (z. B. MatheGrafix), dann geht dieses
davon aus, dases ~'~~'Irsprung .. ‘er Polident” . sind und liefert die obige Abbildung.
Verteil' , der Punkte ‘bhang vom Parameter ¢:

Zuni « einmal ist klar, dast  » Kosinusfunktion und somit auch r eine Periode von 27 .

Nebens.  ~d sieht man einig  urvenpunkte in Abhangigkeit y

von demin mern steher 1 Wertvon ¢. :: p{0,7)
Fir ¢ >0 gehu fq)) und der Nenner gegen 0. ¥ p(l)/
Das gibt eine Polste.. . die Funktion r. Also strebt r gegen 6

Unendlich, was man ja am oberen Bogen nach rechts ahnen

. p p . PP 3+ ¢ ¢ 0 12 = 15 18
kann. Fir ¢ = folgt:  r(9) =TT o was nur fir den k
Parabelscheitel gilt (minimales r). 5

B

_P\

Bedenkt man auflerdem, dass ¢ ja der Winkel gegen die positive x-Achse ist, dann wird klar, dass

Mit zunehmendem ¢ — 27 geht der Nenner wieder gegen 0

und der Punkt gleitet auf dem unteren Ast ins Unendliche.

man fur ¢ von 0 bis 27 eine volle Umdrehung gemacht hat.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Es gibt noch eine Parabelgleichung mit Polarkoordinaten: r= P
1+cos(9)

Die Parabel ist nun nach links getffnet.
Ich habe die Punkte mit den zugehdrigen ¢ — Werten beschriftet. Es ist dabei gleichgiiltig, ob man

Qe ]—TE I [ oder ¢ e [0 ; 27t] \ {in} verwendet.

Den Scheitelpunkt, also den kleinsten r-Wert erhalt man fiir ¢ =0: r(0)=15.

Mit zunehmendem ¢ von 0 gegen = (also ¢ —180° !) geht r — « . Die Punkte wandern dann
auf dem oberen Parabelast nach links.
Ist t<@<2n oder -t <@ <0 dann bewegt sich der Parabelpunkt auf dem unteren Ast von links her

kommend auf den Scheitel zu.

~P(2,4)

P(1)

X

T 2 10 . % 4 2.0 P(O)—
21 F P(-1)

L P(-2,4)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2. Polarkoordinatensystem:

x=r-cos(¢) und y=r-sin(e)

Der Ursprung wird zum Pol, die Parabelachse sei Polarachse.

(1)  Parabel in x-Richtung: y? = 2px T,
Eingesetzt: r®-sin’(¢)=2p-r-cos(¢) i
Ist r # 0, kann man durch r dividieren: 61
r-sin?(¢)=2p-cos(¢) 54
cos
r=2p' . 2((p) |
sin’ (o)
3..
Firr=0erhdltmanx=y=0. L
21 4
/
Hinweis: Die Umformung ) /,Q
P/. .
1 sin? () +cos? () ) . / /o \ F X
= e =1+cot’ (o) R 1 i 2 9 6
sin® (¢) sin? (o) X
ergibt die gleichwertige Darstellung:
2
r=2p-cos(p)-(1+cot® (¢)) ]\ \
cos
Beispiel: y*=4x also r=4- '2((p)
sin ((p}
'y |
y
301 —1 — T =1001—
¢=15° /’_//%i}_?ﬁl_’———/
20+ =209 o :'_Q,‘-—"" : 1 1 1 T T
=30  (r=32,1
104+ ('p 30 I-O/]’/
10 ON_10 20 . 0 50 60 80 90 100 110 120 130 140 150 |
r=82,1) -—
204 | N \”\
F(r=130)
0y p=-10°
oderim Pola,  -dinatensys”  (MatheGrafix):
301 - ¢>=10°
: : _ p=15° D(r=130)
201, ®=200 \ \ (=576
' =300 .B(r=32,1 —
101/® ! —
sy | L L bbb | | | . . HEd
-10-°0]\.-10-/ 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 100 110 | 120 | 130 | 140 150 @
-104+ [~
/ E(r=32,1)
204 (.DZ-ZOO'
b F(r=130)
1 9=-10

Friedrich Buckel
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Hier die Darstellung mit MatheGrafix 12:
T MatheGrafix 12 Pro - i x MM
. @ & & o= o = 4+ Achsen — 1. Achse T 2. Achse i Gitterinien
Datel Reset Export Druck Tabele Beispiele Einstelung Hife Volbid " ' o @
18 ~ cm H @& & @& [Boehr..
5 L Funkton L Polar EE parameter 3 Piot 41 Formel v %lls  vlan -v W[ Ararbe
lj%‘ Kurve j B[] Ovorhang
£ (@)= astolsne)2 Y] § - meeme
3 ] Ursprung
o =]
= He)=| o sin cos tan cot Beschriftung
g r(pt)=|w | 6 arcsin | arccos || arctan| RAD Punkt
2 Senkrechte ¥ ‘ ‘ ‘ o
5 1j[2]3], =T sar plsg ot Assistenten » f _15‘0 D(T;i'i_. ]
= 4|5 6 E| Wurzel Quadr. Betrag ceil 3D-Objekte » a 02200 ‘P*S?‘ | [Pr=h L
=3 ——
2 g 78 9 0 Runde Signum| Hs fak Tangente =300 | Br=h2.0 |
i) 1 =
CINE- IS {L=p [ b || o |Ted o Nimle 13,8) ‘ x
i £/ ~||e @ * || sinh | cosh | tanh | coth ! rece 10 of~_10 20 30 50 60 70 100 110 120 130 140 150
8 B[] 1]])] arsinn  arcosh [artann arcotn Einstellungen ol L
5 l I Tipps ‘ E J"‘“‘—-—R___
@ Definitionsbereich, Farbe, Linienstarke l 21 ol 3 — —t
Ja} 3 Ton 1 |
: @von -1 T bs 1 T Q) Farbe !]. 7 125% __F(pll;)O
w P=-
% J # Touch |
s ] - Ot 1 cm ———
Bearbeiten '1 Beispielshow
Ed @ | d *  OA >
Funktionen Beschriftung Senkrechte Fachen Punkte 2D <4 &
al
Funktionen: Kartesische Koordinaten JP(I] 1. kcos(p)/sin(p, -
(2) Parabel in y-Richtung y=a-x*
Dann ist x=r-cos(¢ d =in(¢)
Eingesetzt in v x? folgt:
-sin(¢) =a-r? cos
. sin( o
1. Fall: Ist r sin(p)  rcos’(¢) = .= (2)
a-cos’ (o)
2. Fall: Istr=0, “  rolgtx=y="r
. . . 1.
Die Ar"  .ung zeigt y =5 X
sin(o) ¢ n(e)
bzw. B a7 d 2
L.cos?(¢) 3% (o)
. . . .
Die Zahlen hinter ™ «tbuchstaben gibt

den Winkel ¢ an, un.

wvar im Bogenmal3.

Friedrich Buckel
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4

Parameterdarstellungen

[ Wie geht man vor, wenn man eine Parabelgleichung (y—2)" =6(x+3) (1) parametrisieren will?

2

Die beste Methode scheint mir die folgende zu sein:

Man setzt 6x+18 =t?

Daraus folgt:

Einsetzen in (1):

(y-2y=t| v

A

P(t=1
y-2|-I :
bzw. y—2=+t
also y(t)=2+t oder y(t)=2-t y i
x(t) = t42/6-3 4 \-2 0 ' %
MatheGrafix: T

y(t) =t+2

Es reicht Gibrigens, wenn man das Pluszei
Das Minuszeichen bringt nichts Neues.

chen verwendet.

1, tde. Ceitel . 1]1).

[letn

1 4x+4
X=- +1
= =]
y—1=+t

y=1+t oder y=1-t

I Funktionen: Parametergleichungen - MatheGrafix 12 Pro

= Achsen — 1. Achse T 2. Achse B Gitterinien

* ! |8 vim IEEH EH @ @ . mehr.
y 0 - /M Hrarbe
! L5 om - B[] Ovorhang
Interaktiv \ h
Y
“%* Ursprung
c
Beschriftung -
Punkt .
Senkrechte N
Assistenten »
2D-Objekte »
Tangente 7
Normale
Trace 1
Einstellungen X
4 T
=2 Tpps S5 -4 -3 -2 -1 0 1
o) Ton
19 125%
& Touch 2
Belspielshow -
4r & o

Dol | O s—
1.x(1) = (4-t~2)/4 | y(1) = 1+t

. . 2
L Noch ein Beispiel: (y—1)" =—4(x-
. . 2.
Man setzt die rechte & . gleich t*;
Daraus folgt:
Einsetzen v = =
Daraus:
bzw
0w u
l - 6 L] m i, 3 N
Datei Reset Druck Tabele Beispiele Einst Hife Volbid =
£
C
g 15 Funktion la Y Parameter 30; pior rmel
H‘ % Kurve E
Pl | W] =@ <
| E . u v
E‘ ] y(t) = 1+t < =
2 — =
E xy(® (@ t sin cos tan cot
'E:é xy(p) w| a arcsin | arccos |arctan| RAD
w -
= 1(2(3], sqrt sqr abs | Gauss
E 4 5 6| E Wurzel Quadr. Betrag | ceil
Runde  Si H fak L
% g 78 9 0 Runde Signum Hs a
5 2= ! exp In log I erf
o E Ale|m|=* sinh cosh | tanh | coth n
o
5 -] [ 1 ( ) arsinh| arcosh artanh |arcoth
E
o
{Tr;" Definttionsbereich, Farbe, Linienstarke
[a)
| Z tvon -20 bis |20 () Farbe ‘
8
%
fin
Bearbeiten H
Ed # | | x  OA
Funktionen Beschriftung Senkrechte Fachen Punkte 2D
Funktionen: Parametergleichungen

Friedrich Buckel
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Es gibt zahllose Parameterdarstellungen fiir Parabeln. Beispiele:

X=2t i .
a) {yz_t2+4} Mit t=1x erhdltman y=-1x*+4.

+1

b) {X=:+1} Mit t=y -1 erhaltman y = (x-1)" +1 bzw. y=x*-2x+2

X = 4t? . .. 2
c) Mit t=y—1erhdltman x=4-(y-1 < (y-1)

y=1+t
d) Besonders ,witzig“ ist diese Darstellung:
2
{;8 z 3Tc%ocsc>(i)(t)} fireeloir
Man bildet y? =9-cos?(t) = cos’(t)=1y’
und setzt das in die x-Gleichung ein:
x=1-1.1y? y?=18-(1-x)

y =3,/2(1-x)

Das Interessante daran ist, dass man mit dieser

Ersatzfunktionen.

Darstellung nur einen begrenzten Parabelbogen erhe
Zu t=0:x(0)=1-7=1, y(0)= - P(t=0)=(
Zu  t=n:x(n)=1-4=%, y(n)- ™) =(

')

Nl Nl

\

2

0 1 |23 4
34 13) t=0
2+ =
Q 3. 1,763)
1--
X
R(1|0)——"—>
t=05n 3
-1.-
o #5(0,82731-1,763)
B t=0,7n
-3t =T(0,5]-3) t=n

Friedrich Buckel
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e) Sogar mit hyperbolischen Funktionen kommt man zu Parabeln:

{x(t) =2-cosh(t)-3

firteR.
y(t)=3-sinh2(t)+2} e

+3

cosh(t) :XT und sinh? (t) _y-2

3

Eingesetzt in den ,hyperbolischen Pythagoras®:

cosh? (t) —sinh?(t) = 1 erhalt man:

6 5 -4 3 2 10
(x+3)2_y—2:1 .3
4 1 ]
{8 ~(v-2)=3
Hc+3) -3-(y-2)

y=2(x+3)°~1 mit dem Scheitel S(-3|-1)
Oder y=3x*+2x+2
Man erkennt, dass y(t)>2 ist,und x > -1, weil diet 1ktio.  sh den Minimalwert 1 hat.

deshalb liefert die Parameterdarste.. Hie ~n Parab Hogen, . n P(-1]2) endet,
wahrend die algebraische Gl “hung dic  "ze ko 'da cellt.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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5 Krummungsradius

(1) Analytische Herleitung !

Als Krimmungskreis bezeichnet man den Kreis
mit dem groRten Radius, der die Parabel am

Scheitel von innen berihrt.

Zur Herleitung verwende ich Parabeln in der Lage, in der sie

den Scheitel im Ursprung hat.

Sie hat dann diese Gleichung: y* = 2px

Dann setze ich einen Kreis mit zunachst beliebigem Radius an,

der ebenfalls durch den Ursprung geht, also dort die Parabel bertt

Er hat somit diese Gleichung:  (x— r)2 +y?=r?.

Die Abbildung zeigt, dass mit kleiner werdendem Radiu. lie Sch ‘nkte von Kre’  nd Parabel
Dem Ursprung ndhern. Unser Ziel wird es sein, den Radi. zv  ~itteln, o _<nhau in den

Ursprung fallen.

1. Schritt: Kreisgleichung:  (x —r)2 4 - xX*-2 rf+y
d.h. X’ - Ax+y
bzw. X" +2rx

Parabelgleict 4 y* = 2px

Schnittgleichu, 2pr X% +2rx
“2px—-2rx ="
X\ To-2r .

1. Losung: X, =0
2. Ldsung: , =—2p+2r (fur die beiden rechten Schnittpunkte).
2. Optimiery Fir den K imungskreis, verlangt man, dass x, = x4 wird:

0=-2p+2r < |r=p

Der Mittelpunkt des Kriimmungskreises ist somit M, (p|0)

und die Gleichung lautet: (x-p)* +y? =p?

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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(2) Herleitung mit den Formeln der Differentialgeometrie:

Im Text 54011 wurden fiir die Krimmung diese Formeln hergeleitet:

fiir Funktionsschaubilder: k=—27> | (Seite 17)
(1+y")
. . y-X—X-y .
fur Kurven in Parameterdarstellung: |k = W (Seite 21)
X +y

Fir die Parabel y? = 2px verwende ich die Ersatzfunktionen: y = +,/2px

Zum Ableiten schreibt man um: y =%2p -x"?
y'=+y2p - 3x7" G J_r—\/%
2 2x
"_ 4 2p (_l 3/2)__j -3/2 _ _ \/%
y =2 x| =3 X% =3
2 2 4x
1@ o E
= . =+ . f+_ —
4% 142P 40K (Axae 4. Jx P
4x 4x

Wir suchen die Krimmungande  cllex=0: . ‘=32 g 2_— = ;i = ;1
Jp oy PP
I
FUr den Krimmungskreic .usgilt: r- —|=p
<(0)
Hinweis: Hier wurde etwe s> mitder Stel” =0 umgegangen.
r *(0) un.  ‘0) existi- . namlich nicht. Da sich aber nach dem Kiirzen

2N Krimme vertery, '0' . man den Versuch wagen.

Man n auch eine Berech. g mit dieser Parameterdarstellung versuchen: {

Hier treten nicht die oben geschilderten Probleme auf.

Friedrich Buckel
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6 Ausblick
1. Man bezeichnet Parabeln auch als ,Kegelschnitte“-

Zu Schnitten einer Ebene mit einem Doppelkegel gehdren Kreis, Ellipse, Hyperbel und Parabel.
Die gemeinsame Gleichung dieser sogenannten Kegelschnitte lautet:

2

y? =2px+(82 —1)~x
Fir e=0  erhalt man einen Kreis,
fir 0 < € <1 erhalt man eine Ellipse,
fir e =1 erhalt man eine Parabel und

fir e >1 eine Hyperbel.

In der analytischen Geometrie gibt es noch sehr viele Eigens  ften von Parabeln.
Dazu gehoéren auch Tangenten.
Diese Eigenschaften wird in den Texten der analyt. Y. “eomeu Ardne: ~arabeln

besprochen.
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